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Théoreme intégral de Cauchy

Par WIKIPEDIA

Résumé

En analyse complexe, le théoreme intégral de Cauchy, ou de Cauchy-
Goursat, est un important résultat concernant les intégrales curvilignes
de fonctions holomorphes dans le plan complexe. D’apres ce théoreme, si
deux chemins différents relient les deux mémes points et si une fonction est
holomorphe <entre> les deux chemins, alors les deux intégrales de cette
fonction suivant ces chemins sont égales.

Abstract

In mathematics, the Cauchy integral theorem (also known as the Cau-
chy—Goursat theorem) in complex analysis, named after Augustin-Louis
Cauchy, is an important statement about line integrals for holomorphic
functions in the complex plane. Essentially, it says that if two different
paths connect the same two points, and a function is holomorphic every-
where in between the two paths, then the two path integrals of the function
will be the same.
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1. Enoncé

Le théoréme est habituellement formulé pour les lacets (c’est-a-dire les
chemins dont le point de départ est confondu avec le point d’arrivée) de la
maniere suivante.

Soient: (1) U un ouvert simplement connexe de C;
(2) f: U — C une fonction continue sur U et possédant une dérivée
complexe sauf éventuellement en un nombre fini de points;
(3) 7 un lacet rectifiable dans U.

Alors:
/f(z) dz = 0.
.

2. Condition de simple connexité

La condition que U est simplement connexe signifie que U n’a pas de
<trous; par exemple, tout disque ouvert U = {z,| z — 29 |< r}, satisfait a
cette condition.

La condition est cruciale ; par exemple, si 7y est le cercle unité alors I'intégrale
sur ce lacet de la fonction f(z) = 1/z est non nulle; le théoreme intégral de
Cauchy ne s’applique pas ici puisque f n’est pas prolongeable par continuité
en 0.

3. Démonstration

Par des arguments de continuité uniforme de f sur des e-voisinages com-
pacts de 'image de v dans U, I'intégrale de f sur  est limite d’intégrales de f
sur des lacets polygonaux [1, p. 111]. Il suffit alors, pour conclure, d’invoquer
le lemme de Goursat.

On peut également dans le cas ou f est holomorphe en tout point de U
considérer la famille de lacets vq(t) = 20 + (1 — a)(y(t) — 20) avec a € [0, 1].

4. Conséquences

(1) Sous les hypotheses du théoreme, f posséde sur U une primitive com-
plexe F. En effet, quitte a remplacer U par I'une de ses composantes
connexes, on peut supposer que U est connexe. En fixant alors un point
arbitraire zg de U et en posant

F() = /P RGIE

ou P(z) est n’importe quel chemin rectifiable dans U de zp a z (d’apres
le théoréme, la valeur de F'(z) ne dépend pas du choix de P(z)) et en
adaptant a la variable complexe la démonstration du premier théoreme
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fondamental de I’analyse, on en déduit alors que F' est holomorphe sur
U et que F' = f.

(2) Pour une telle primitive on a immédiatement : pour tout chemin contintiment
différentiable par morceaux v de @ a b dans U :

/ F(2)dz = F(b) — F(a).

(3) Le peu d’hypotheses requises sur f est trés intéressant, parce qu’'on
peut alors démontrer la formule intégrale de Cauchy pour ces fonctions,
et en déduire qu’elles sont en fait indéfiniment dérivables.

(4) Le théoréme intégral de Cauchy est considérablement généralisé par le
théoreme des résidus.

(5) Le théoreme intégral de Cauchy est valable sous une forme légérement
plus forte que celle donnée ci-dessus. Supposons que U soit un ouvert
simplement connexe de C dont la frontiere est un lacet simple rectifiable
~. Si f est une fonction holomorphe sur U et continue sur ’adhérence
de U, alors l'intégrale de f sur v est nulle [2, p. 396 et 420].

5. Exemple

Pour tout complexe «, la fonction f(z) := ‘z%, ol l'on a choisi la détermination
principale de la fonction puissance, est holomorphe sur le plan complexe privé
de la demi-droite R™. Son intégrale sur tout lacet de ce domaine est donc nulle.

Ceci permet de montrer que les intégrales semi-convergentes

oo t [o o t
Je(a) ::/0 Ct%dt et Js(a) ::/0 Sl;; dt pour Re(a)€]0,1]

(ou Re désigne la partie réelle) sont respectivement égales a
Je(a) =cos((1 —a)m/2) (1 —a) et Js(a)=sin((1 —a)r/2)I'(1 - ),

ou I' désigne la fonction gamma et cos, sin sont les fonctions cosinus et sinus
de la variable complexe.

Notons a = a + ib avec a € ]0,1[ et b € R. On integre f (I'intégrale est
nulle) sur le lacet formé du segment réel [e, R] et du segment imaginaire pur
i[R, €], joints par les quarts de cercles Rel%7/2] [im/2,0]
R vers +00 et € vers 0.

et ce , puis on fait tendre

Les intégrales sur les deux quarts de cercles tendent vers 0 car

w/2 L iRel?
€ . :
/ ot 40
0 (&3

7'(‘/2 . 71'/2
< Rl_a/ e—RslnG do < Rl—a/ e—2R9/7r dé = gR_a(l — e_R)
0 0
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et
lim R(1—e¢ )= lim e *(1—e ) =0.

R—+o0 e—0t
L’intégrale sur le segment imaginaire est égale a

© e 1—ayinse [© 1—a)in/2
/ —idy = —el7)i"/ / y %V dy — —e17I2P(1 — o).
R yaeam/2 .
L’intégrale sur le segment réel tend vers J.(«a) + iJs(a), qui est donc égal a
e(l—a)iw/?r(l _ Oé).
De méme (en rempacant b par —b, J,(@)+iJs(@) = e(1=®7/2(1—a) donc
(en prenant les conjugués des deux membres) J,(a) —iJs (o) = e~ (1=®i7/21(1 —
Q).
On a donc bien
2J.(a) = e(l_o‘)i“/zF(l —a)+ e_(l_o‘)i”/2l“(1 —a) =
2cos((1 —a)m/2)I(1 — «)
et
%.J,(ar) = e=2P(1 — o) — e~ U=VT/2P(1 — @) =
2isin((1 — a)7/2)I(1 — «).

Par exemple, $.J.(1/2) = $J,(1/2) = %\/g ‘intégrale de Fresnel). On peut
de plus remarquer que hmRe <tas1 Js(@) = 5 = [ > Smt dt ('intégrale de
Dirichlet).

\/

6. Surfaces de Riemann

Le théoreme intégral de Cauchy se généralise dans le cadre de la géométrie
des surfaces de Riemann.
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