1 Mathematische Grundlagen zur Parallelprojektion eines Kreises

Das Schragbild eines Kreises ergibt eine Ellipse, allerdings stimmt der Radius der Ellipse nicht mit der grofien
Halbachse der Ellipse tberein. Auflerdem ist die Ellipsenachse gegen den Kreisdurchmesser um einen Winkel o

gedreht.
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Drehwinkel und Halbachse der Ellipse sollen nun ermittelt werden.

Fiir den Kreis im ersten und zweiten Quadranten gilt: y(x) = Vr — x2

Die Entfernung der Ellipsenpunkte vom Mittelpunkt des Kreises sei R.

Mit Pythagoras gilt dann: R(x) = 1/(x + x”)2 + y’2, wobei

Y =y v-sin(p) mit dem Verkirzungsfaktor v und dem Verzerrungswinkel ¢.
x" und y’ erhilt man tber den Verzerrungswinkel und den Verkiirzungsfaktor:
x'=y-v-cos(p) und y =y-v-sin(p).

R(x) = \/(X+y~ v-cos(@))? + (y - v-sin())?

R(x) = \/(x+ V2 —x2.v- cos((p))2 +( V2 —x2-v- Sin((P))z

Ausmultiplizieren und zusammenfassen (trigonometrischer Pythagoras!):

R(x) = \/XZ-(l - v2)+r2v2+2xv~cos((p) 2 — x2

Die beiden Extremwerte dieser Funktion liefern die x-Werte des Kreises, die zur gro3en und zur kleinen Halbachse
der Ellipse gehoren. Diese werden nun bestimmt indem nicht R(x), sondern (R(X))2 betrachtet wird, denn die
Extremwerte von (R(x))2 sind auch die von R(x); man spart sich die Wurzel!)

R(x)2 =x2. (1 - v2)+ r°v2 +2xv- cos(¢) 2 — x2

re—2x?

(R(X)Z) :2x(1—v2)+2vcos((p)- =

Nullsetzen dieser Ableitung liefert vier Losungen, die paarweise symmetrisch sind:

v +4v2cos?(p)-2v2 +1 +\/(v2— 1) (v* + 4v2cos?(@) - 2v2 + 1)

v +4v2cos?(p)—2v2 +1

X1/3=ig\/§'



r v4 +4v2cos?(p) — 2v2 - \/(v2 ~1)% (v +4v2 cos?(p) - 2v2 +1)
—+12.
Xe/4 ==y v +4v2cos?(p)-2v2 +1

Eine weitere Vereinfachung lasst sich durch die Beziehung 2 cos?(¢p) — 1 = cos(2¢) erreichen:

rs. v+ 2v2cos(2) + 1+ (v2 = 1)4/v* + 2v2 cos(2¢) + 1
X13= %5 7
v +2v2cos(2¢) +1

. v+ 2v2cos(2) + 1 - (v2 = 1)4/v* + 2v2 cos(2¢) + 1
X4 =25 2
v +2v2cos(2¢) +1

1-v2

Nochmals unter der Wurzel gekiirzt und zusammengefasst und mit der Abkiirzung : t =
\/v4+2v2 cos(2¢)+1

2.1
X1/2/3/4=i£\/§- 1+ ’ —+iV2 izt
2 Vv +2v2cos(2¢) + 1 2
Die Ergebnisse nun wieder in R(x) eingesetzt liefert die beiden Halbachsen:
1 1-v2 1-v2)2
R(x1)=r-1|=|1+ Y '(1—v2)+v2+v~cos((p)\/1— 7 (2 V)
2 Jvi+2v2cos(2¢) +1 vd+2v2cos(2¢)+1

R(xl):r-\/%(1+t)-(1—v2)+v2+v-cos(q0)\'1—t2

Rix2) = r'\/%(1—t)'(1—v2)+v2—v-cos((p)ﬂ

Der Skizze entnimmt man, dass sich der Winkel g tiber arccos(’—r‘) bzw. arcsin (’—;) berechnen lasst:

p= arccos(x—rl) = arcsin(x—rz) = arcsin(%\/i- \/1 - 1 V2(2q0)+ - ) = arcsin(%\/z- \/ﬁ)

\/v4+2v2cos

Der Winkel a ergibt sich folgendermafien:

. ()”) . (y~v'sin(q0)) . g-\/l—t-v-sin((p)
a = arcsin R = arcsin —R = arcsin
\/%(1+t)-(1—v2)+v2+v-cos((p)\ll—t2
1.1 Polarkoordinaten
2 t
tanZﬁ:M tana:&
1-v2 S S—
vcos@tanf
1 2 2
Rimax = r\/—(l +cos(arctan [m]))(l —Vv2)+v2+ vcosq)-sin(arctan [m])
2 1-v2 1 — 2

1.2 Spezialfall p =45°,v=0,5
3-v17

Die Terme lassen sich nochmals vereinfachen und man erhalt mit t = VAR

X1 = 5\/57& 102V17 ~ r-0,9294102631; x5 = —3—;\/578— 102V17 ~ —r-0, 369048184



Daraus berechnet man die grofe und die kleine Halbachse, sowie die beiden Winkel zu:

a=R(x))= 5\/10+ 2V17 ~ r-1,067889602

10-2V17~r-0,3310767232
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